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СЛОЖНОСТЬ РЕШЕТОК КВАЗИМНОГООБРАЗИЙ 

ДЛЯ КЛАССОВ МОДУЛЯРНЫХ РЕШЕТОК 

 

THE COMPLEXITY OF QUASIVARIETY LATTICES 

FOR THE CLASSES OF MODULAR LATTICES 

 

Аннотация 

Рассмотрены две меры сложности решеток квазимногообразий: Q-универсальность и невычис-
лимость множества всех их конечных подрешеток. Проведено исследование сложности строения ре-
шеток квазимногообразий для классов модулярных решеток. Доказано, что существует континуум 
классов модулярных решеток, таких что множества всех конечных подрешеток их решеток квазимно-
гообразий невычислимы, но, тем не менее, не являющихся Q-универсальными. 

 

Abstract 

We consider two complexity measures of the structures of quasivariety lattices: Q-universality and non-

computability of the set of all finite sublattices of the quasivariety lattices. We explore the complexity of the 

structure of quasivariety lattices for the classes of modular lattices. We prove that there are continuum many 

classes of modular lattices such that sets of all finite sublattices of their quasivariety lattices are not comput-

able, but which are nonetheless not Q-universal. 

 

Ключевые слова: решетка квазимногообразий, Q-универсальность, невычислимость. 
Keywords: quasivariety lattice, Q-universality, non-computability. 

 

В настоящей работе изучается сложность решеток (относительных) квазимногообразий для 
классов модулярных решеток. Частично упорядоченное множество  называется нижней 
полурешеткой, если любые два элемента  имеют точную нижнюю грань  [1, с. 9]. 
Двойственным образом определяется верхняя полурешетка. Частично упорядоченное множество  

называется решеткой, если оно одновременно является верхней и нижней полурешеткой [1, с. 10]. 
Решетка  называется полной, если любое подмножество  имеет точную верхнюю и точную 
нижнюю грани [1, с. 11]. Для нижней полурешетки  обозначим через  решетку всех 
нижних подполурешеток в . Модулярной решеткой называется решетка, которая удовлетворяет 
модулярному закону:  [2, с. 13]. Для каждой решетки выполняется 
имликация:  [2, с. 13]. Поэтому вместо проверки модулярного 
закона достаточно проверить следующую импликацию:  [2, с. 13]. 
Дистрибутивной решеткой называется решетка, которая удовлетворяет одному из двух (а 
следовательно, и обоим) законов дистрибутивности: , 

 [2, с. 12].  Каждая дистрибутивная решетка является модулярной решеткой [2, с. 13]. 
Все рассматриваемые классы алгебраических систем являются абстрактными [3, с. 207]. 

Обозначим через  класс всех систем сигнатуры ; через  класс всех систем из , 

изоморфных подсистемам систем из , [1, с. 24]. Пусть  Тогда  называется -

квазиэквациональным, если  для некоторого множества  квазитождеств сигнатуры 
, [1, с. 117]. Множество всех -квазиэквациональных подклассов, упорядоченное по включению, 

образует полную решетку, которая называется решеткой -квазимногообразий или решеткой 
относительных квазимногообразий, когда  легко восстанавливается из контекста, и обозначается 

 [4]. 
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Хорошо известны две меры сложности строения решеток (относительных) квазимногообразий: 
Q-универсальность и свойство невычислимости. Квазимногообразие  Q-универсально, если для 
любого квазимногообразия  конечной сигнатуры решетка  является гомоморфным образом 
некоторой подрешетки в решетке  [5]. Другая мера сложности строения решеток 
квазимногообразий выражается свойством невычислимости множества всех их конечных 
подрешеток, т.е. отсутствием алгоритма, который по заданной конечной решетке определял бы, 
вложима эта решетка в рассматриваемую решетку квазимногообразий или нет [6]. 

Также нам потребуются следующие утверждения. Пусть 2 обозначает двухэлементную решетку, 
а запись  означает, что система  является подпрямым произведением семейства 
систем , . 

Лемма 1 [6, лемма 3]. Пусть  - бесконечное вычислимое множество попарно невложимых 
подпрямо неразложимых конечных решеток, содержащих, по крайней мере, три элемента. Пусть  

- решетка и пусть множество  таково, что . Если множество  

невычислимо, то множество всех конечных подрешеток решетки  также невычислимо. 
Теорема 1 [4, теорема 3.4]. Пусть квазимногообразие  конечной сигнатуры содержит класс 

систем , обладающий свойствами , ,  — произвольная 
конечная нетривиальная нижняя полурешетка для любого . Тогда существует подкласс , 

такой что . 

Cвойства  алгебраических систем были рассмотрены в работе [4]. В работе [7] было 
показано, что многообразие модулярных решеток содержит подкласс конечных систем, обладающий 
свойствами , и является Q-универсальным. 

Автором данной работы доказаны следующие утверждения. Пусть  - конечная нижняя 
полурешетка типа "корона" для любого , см. рисунок 1. Тождество  было 
рассмотрено в работе [8]. 

 

 
Рисунок 1 - Конечная нижняя полурешетка 

 
типа «корона» 

 

Лемма 2. Решетка  для любого множества  удовлетворяет 
нетривиальному тождеству . 

Теорема 2.  Существует континуум не Q-универсальных классов  модулярных решеток, таких 
что множества всех конечных подрешеток их решеток квазимногообразий  невычислимы. 

Схема доказательства теоремы 2. Сначала, используя теорему 1 и лемму 1, показываем, что 
существует класс  модулярных решеток такой, что множество всех конечных подрешеток решетки 

 невычислимо. Это означает, что нет алгоритма, который для данной конечной решетки 
определял бы, вложима ли эта решетка в рассматриваемую решетку квазимногообразий  для 
класса  модулярных решеток или нет. Далее, применяя лемму 2, показываем, что этот класс  не 
является Q-универсальным; поскольку хорошо известно, что Q-универсальные решетки 
квазимногообразий не удовлетворяют никакому нетривиальному решеточному тождеству [1, с. 273]. 
В связи с тем, что число невычислимых подмножеств счетного множества континуально, получаем 
утверждение теоремы 2. 
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УПРАВЛЕНИЕ ФИНАНСОВЫМИ И МАТЕРИАЛЬНЫМИ РЕСУРСАМИ 

 

MANAGEMENT OF FINANCIAL AND MATERIAL RESOURSES 

 

Аннотация 

Эффективная деятельность предприятия в первую очередь зависит от грамотного управления 
финансовыми и материальными ресурсами. Для проектирования, анализа и совершенствования про-
цессов жизненного цикла продукции необходима модель деятельности предприятия. Данная модель 
помогает оценить проработанность решения этого вопроса на практике. 

 

Abstract 

Company primarily depends on the good management of financial and material resources effectively. 

For the design, analysis and improvement processes in the product life cycle the model of the enterprise. This 

model helps to evaluate conceived to address this issue in practice. 

 

Ключевые слова: бизнес-процесс, модель, управление, ресурсы. 
Keywords: business process model, management, resourses. 

 

Грамотное управление финансовыми и материальными ресурсами является одной из основных 
задач фирмы, для достижения максимальной эффективности. Для того чтобы грамотно управлять 
финансовыми ресурсами необходимо знать, как и откуда предприятие привлекает капитал, как рас-
пределять капитал, какого ценообразования придерживаться, как налаживать связь с поставщиками и 
так далее. Для того чтобы руководители могли осуществлять данное грамотное управление использу-
ется системный анализ в экономике [5-6].  

Взаимодействие всех процессов управления финансовыми и материальными ресурсами носит 
сложный характер и достигается путем создания сетей бизнес-процессов, выстроенных в определен-
ном порядке и обеспечивающие переработку ресурсов в продукцию, имеющую ценность для потре-
бителя. Для этого, выход одного процесса должен стать входом для другого или нескольких других 
процессов [4].  

Учитывая множественность взаимодействий процессов и ресурсов, необходимо документирова-
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